UniversidaggVigo - EET Algebra Lineal (12 Teleco) Curso 2014 /15

Nombre y apellidos: SOLUCIONES DNI:

Ex. Final conv. 1
18 de mayo de 2015, 16:00h — Aula B003

Pregunta 1
(2pt.)

Dado el sistema de ecuaciones lineales con coeficientes complejos que aparece en el recuadro y dados los
vectores de C?, v = (—2i, —% +33 4 %) y w = (—i, =1+ 34, 3+ 3i), se pide:

27 2
(0.5 pt.) (a) Halla una forma escalonada de la matriz ampliada del sistema. r—iy+iz=0
(0.5 pt.) (b) Halla la solucién general del sistema. y—(e2)z=1
(1 pt.) (c) Halla las raices cuartas del producto hermitico (v, w) = w*v. ix—y+iz=1
Solucion:

1 —i i 0 . 1 —i i 0 1 —i i 0
0o 1 - 1| BTy 0 L g B2 g
i -1 i1 0 -2 1+i 1 0 0 1—i 3

(b) Puesto que la columna de términos independientes no tiene pivote, el sistema es compatible. Puesto
que todas las columnas de coeficientes tienen pivote, el sistema tiene solucién tunica.

Por la ultima fila de la forma escalonada: z = % = %(1 +14). Por la segunda ecuacién del sistema
y=1+zi =142(i—1) = —1+32iy por la primera ecuacién x = (y—z)i = (—3+3i—2—2i)i = -2,
asi que la solucién es:
T -2t —21{
yl=-30=-3)=|-3+3i
‘ $(1+1) $+35i
—2i
() wiv=(i -1-3i 3-3)|—5+3i|=2+3-1+3i2+ 21+ =16.
S+3i

Las raices cuartas de 16 son el doble de las raices cuartas de la unidad: y .
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Nombre y apellidos: SOLUCIONES DNI:

Pregunta 2
(2pt.)
Sea la aplicacién lineal f: R* — R? definida por:

flx,y,z,t) = e+ 4y — 22 +t, —2x —by+ 72+ 3t, 3+ Ty — 8z + 61)

(0.5 pt.) (a) Halla una base del espacio imagen de f.
(0.75 pt.) (b) Halla una base del niicleo de f.
(0.75 pt.) (c) Halla las ecuaciones paramétricas del conjunto de todos los vectores x tales que f(x) = (3,1,9).

Solucion:

2 4 =2 1
(a) La matriz de la aplicacién lineal fes A=|-2 -5 7 3
3 7 =8 6

La ponemos en forma escalonada mediante operaciones elementales de filas:

2 4 -2 1 2 4 -2 1 -1 -3 6 =5
<—2 -5 7 3) B+ h, (0 -1 5 4) RNt N ( 0 -1 5 4)
3 7 -8 6 3 7 -8 ¢/ I3+3FR 0 -2 10 -9

-1 -3 6 =5
M 0 -1 5 4.
0 0 0 -17

Una base de la imagen de f estd formada por las columnas pivote de A, que son la 1, la 2 y la 4:

2 4\ /1
2|, [-5],([3
3 7] \6

(b) Para hallar una base del ntcleo de f resolvemos el sistema homogéneo correspondiente:

-1 -3 6 =5 13 =6 0\ o 4p (10 90
0 -1 5 4] =10 1 =5 o) 2—2% (0 1 -5 0
0 0 0 -17 00 01 00 01

T -9 -9
Yy 5 5
x=|7|=¢% 1 Luego una base de ker f es: 1
t 0 0

(¢) Como (3,1,9) es la suma de la primera y la dltima columna de A, una solucién particular xq tal
que f(xo) =(3,1,9) es: x = (1,0,0,1). Por tanto la solucién general es:

T 1 -9 r=1-9s
=5

vl = 0 + z > , v las ecuaciones paramétricas son: 4 s

z 0 1 z=35

t 1 0

t=0.
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Nombre y apellidos: SOLUCIONES DNI:
Pregunta 3
(1.5pt.)
Dada la matriz M de la derecha, sea A la matriz formada por las
. . 2 -4 6 0
columnas pivote de M y sea B la matriz formada por las filas no nulas _ 0 1 9 _3

de la forma escalonada reducida de M. Calcula A y B, y tsalas para 1 0 -7 6
calcular la inversa del producto ATM BT (o sea, calcula (ATMB™)™1).

Solucion:

Comenzamos hallando la forma escalonada reducida de A:

2 —4 6 0\ rm 41 2 —4 6 0 -4 6 0
+ s F;
0 1 2 —3| 22Ty o 3| B2, 5 3
—1 0 -7 6 0 -2 —4 6 0 0 0 0
%Fl 1 0 7 —6
—= {0 1 2 -3
Fi+2 \og 0o 0 o
2 107 -6 I
Luego, A = 0 1| yB= 01 2 -3 . Ahora hay que calcular el producto A" M B™:
-1 0

(174 48
“ 14 —18)°

—_
w N = O

1

—4
2 0 -1 0
(4 o) 012 s
6

La inversa pedida es:

-1
174 48 1 —18 —48 1 /-3 -8
AT™MB*) ' = = = =0
( ) (_144 —18) 174 < 18 + 144 x 48 ( 144 174) 630 (24 29)
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Nombre y apellidos: SOLUCIONES DNI:
Pregunta 4
(1.5pt.)

Para la matriz A de la derecha, contesta razonadamente: 100 0
(0.25 pt.) (a) ;jPor qué se puede afirmar que A es diagonalizable? 0 4 0 0
(0.25 pt.) (b) ;Cudles son los autovalores de A? A= 0 0 2 2

(1 pt.) (c¢) Halla una diagonalizacion ortogonal de A. 00 2 2

Solucion:

(a)
(b)

Porque es una matriz simétrica.
Los autovalores que se ven de inmediato son A\; = 0 (porque det A = 0 al tener dos filas iguales),
A2 =1y A3 = 4. El cuarto debe sumar 9 con los anteriores ya que 9 es la traza de A, luego el cuarto
es también 4, igual a A3, que tiene multiplicidad 2.

0
0
0

La diagonalizacién ortogonal serd A = [u; ug ug uy] [u; vy uz uy]” donde u; es un

0 0 O
1 0 0
0 4 0
0 0 0 4
autovector unitario de A\; = 0, us es un autovector unitario de Ao = 1 y uz y uy son autovectores

unitarios y ortogonales de A3 = 4.

Hallamos u;: Ponemos A en forma escalonada reducida:

)

0
, dedonde: u; = % (1)
-1

Hallamos usy: Ponemos la matriz caracteristica A — I en forma escalonada reducida:

000 0 010 0 1
03 00 001 0 0
001 2[%|o o o 1] dedonde w=1,1,
00 2 1 000 0 0

Hallamos uz y uy: Ponemos la matriz caracteristica A — 41 en forma escalonada reducida:

30 0 0 100 0 0 0
00 0 0 00 1 — ‘ 1 4o
00 -2 2|=|o o0 o o] dedonde wz=1,0, w=7I51,
00 2 -2 000 0 0 1
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Nombre y apellidos: SOLUCIONES DNI:
Pregunta 5
(1.5pt.)
Para la matriz A y vector b de la derecha, contesta razonadamente:
(0.5 pt.) (a) jExiste algin vector x tal que ||[Ax — b|| = 07 1 1 0
(0.5 pt.) (b) Halla x tal que ||Ax — b|| tenga el minimo valor posible. A= 0 1],b=|-1
(0.5 pt.) (c) Halla ese minimo valor posible de ||Ax — b]|. -1 1 1
Solucion:
1 1 0 1 1 0
(a) El determinante de la matriz ampliada esdet | 0 1 —1] =det{0 1 —1| =1+2 #0,
-1 1 1 0 2 1

luego tiene rango 3, que es mayor que el nimero de columnas de la matriz de coeficientes. Luego el

sistema es incompatible.
o1 0 -3
—_— .
F 0 1 0

_1
Luego el vector x para el que ||Ax — b|| tiene el minimo valor posible es: x = ( 5)

(b) Resolvemos A" Ax = A™b, cuya matriz ampliada es:

11 0

10 -1 2 0 —1

AT(A|b):<11 1) 0 1 - :<03 0)
-1 1 1

N

(M

11\ , . -1 ~1 0 -1
(c) Ax = 0 1 ( 2> = % 0], Ax—b = % o —-1[-1] = % 2 |, luego el el minimo
1 1)\ 0 1 1 1 -1

valor posible es

1 6
||Ax—b||:§\/1+4+1:g.



Algebra Lineal (12 Teleco)- Ex. Final conv. 1 Curso 2014 /15

Nombre y apellidos: SOLUCIONES DNI:

Pregunta 6
(1.5pt.)

Halla el mayor valor singular, y la aproximacién de rango uno de la matriz A de la pregunta anterior.

Solucion:

El mayor valor singular de A es la raiz cuadrada del méaximo autovalor de
11
v, (1 0 =1 (20
wa=(i 4 )0 1)=( %)

Luego el maximo valor singular de A es 01 = .
La aproximacién de rango 1 es: A; = Avyv], donde vy es cualquier autovector unitario de A™A del
autovalor A\; = 3. Por tanto, necesitamos un autovector unitario de este autovalor:

(3 (1) o =n ) v ()

1
Al = 14V1Vr1F = 0
1

Ahora calculamos:

7 N
= O
~_
—
(e
=
N—
I
o O O
= =




